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1. INTRODUCCION

El diseno de losas de cimentacidén ha sido tradicionalmente uno de los aspectos del disefio
estructural que requieren mayor trabajo y criterio del ingeniero estructural. Entre los aspectos que
incrementan esta dificultad se pueden mencionar:

> El modelaje matemdtico del comportamiento de |a losa misma.

> El modelaje matemdtico del comportamiento del suelo.

> Incégnitas sobre |as cargas que la superestructura aplica scbre la losa.
> El desconocimiento de Ja reaccidn del suelo subyacente a la losa.

L Ef modelaje de las propiedades reclégicas del suelo,

(> La interaccion estdtica y dindmica suelo-fundacién-estructura,

Tradicionalmente el disefo, tanto desde el punto de vista geotécnico como el estructural, se ha
realizado utilizando aproximaciones que van desde muy burdas hasta algunas muy sofisticadas.

Con el fin de despejar algunas de las incdgnitas mencionadas y cuantificar los grados de imprecisién
en que se incurre con algunas de las metodolaglas tradicionales se han llevado a cabo desde hace
varios afios una serie de investigaciones en la Universidad de los Andes (Ref.18, 26, 30, 31, 32 v
39} sobre ef tema.

El presente trabgjo resume las investigaciones mencionadas y especialmente la investigacion
desarrollada en la Ref. 30. Presenta una metodologfa para el andlisis y disefio de losas de
cimentacién, tal como se utilizan en la ciudad de Bogots en la zona de suelos blandos. Estas losas,
llamadas tradicionalmente “losas flotantes™ han sido utilizadas por algunas décadas en la ciudad vy
no ha existido concenso, dentro de la ingenierfa local, acerca de la metodologia mas adecuada para
describir €l comportamiento de este sisterna de cimentacién y por ende poder fijar pardmetros de
disefio, especiaimente desde el punto de vista estructural.

Por o tanto el objetivo primordial fue el desarrollo de un procedimiento para el andlisis v disefio de
losas de fundacion para edificios de baja vy mediana altura para la zona de suelos blandos de la
ciudad de Bogotd, tomando en cuenta |a interaccidn suelo-fundacidn-estructura, tanto estatica como
dindmica, e incluyendo -los efectos de deformacién debido a consolidacidn de los- estratos
comgpresibles. Asi mismo permite determinar los efectos de la deformabilidad de! suelo en ia
respuesta de fa estructura ante deformaciones eldsticas, debidas a la consolidacidn y el efecto de la
flexibilidad del suelo vy la cimentacidn en la respuesta sismica de la edificacidn.

{1) Socio de ta Firma Proyectos y Disefios Ltda. Profesor de 1a Universidad de los Andes
{2) Socio de la Firma Proyectos y Disefigs Ltda.



2. ESFUERZOS Y DEFORMACIONES EN EL SUELQ BAJO FUNDACIONES

2.7 INTRODUCCION

Cesde sus inicios la Mecdnica de Suelos ha tenido que depender de la teorfa de elasticidad para la
determinacidn. de los estados de esfuerzo dentro de una masa de suelo, ya sea debido al peso
propio del material de la masa de suelo o a la aplicacién de cargas o deformaciones al suelo. La
utilizacién de soluciones de la teorfa de elasticidad al suelo tisnan la enorme limitacién de la
suposicidén de gque los esfuerzos son proporcionales a las deformaciones, o sea que el material es
linealmenta eldstico, lo cual no se cumple an el suelo en gensral, Aunque esta misma inconsistencia
58 encuentra en otros campos de la ingenierfa, como es el caso del disefioc de estructuras de
concrato reforzado por métodos de resistencia dltima utilizando metodologias de anilisis linealmante
aldsticas; en el caso de mecdnica de suelos la gran mayorfa de las soluciones trascendentales
aplicables provenientes de la teoria de selasticidad suponen que el suelo es linealmente eldstico y
ademds homogdéneo e isotrdpico. Un suelo nunca cumple estas tres condiciones simultdneamente.

La aparicién en los afios recientes de metodologlfas que permiten encontrar soluciones para
materiales ineldsticos, anisotrépicos y no homogéneos: por medio de técnicas numéricas
computacionales ha sido un avance importante, No obstante el uso indiscriminado de estas técnicas
nos hace recordar la historia del ingeniero que hace el levantamiento topografico de una parcela
utilizando brdjula ¥ midiendo las distancias a pasos, | para calcular posteriormente el 4rea con una
precision de diez digitos utilizando un computador |, Las soluciones muy sofisticadas al problema de
determinacién de esfuerzos en la masa de suelo producen resultados tan buenos como la
informacién de que se disponga sobre las propiedades del suelo, En general esta informacién sobre
las propiedadss del rigidez de los diferentes estratos de suelo es tan escasa, ¢ imprecisa, que los
resultados probablemente contienen el mismo grado de imprecisién gue las soluciones eldsticas,
homogéneas e isotrépicas de la teorfa de la elasticidad.

A continuacidn se hace un resumen sobre las metodologlas més utilizadas para determinar los

estados de esfuerzo dentro del suelo y se discuten las caracterfsticas de defurmabilidad de los
suelos necesarias para poder plantear un modele de interaccidén suelo astructura.

2.2 ESFUERZOS INDUCIDOS POR CARGAS APLICADAS EN LA SUPERFICIE

2.2. 1 Soluciones Eldsticas

- Teoria de Boussinesq

J. V. Boussinesg (1842-1929) dedicé gran parte de su vida al estudio del estado de esfuerzos
dentro de sdélidos eldsticos. Dentro de los problemas por él resueltos (Ref,B) estd la solucidn para el
estado de esfuerzos en un punto inducido por una carga concentrada aplicada en la superficie de un
sélide semi-infinito eldsticamente isotrépico.

De acuerdo con la geometrfa presentada en la Figura 2-1 el esfuerzo vertical preducido por 1a carga
puntual es:

ag 5

Qy = —-—-—ZCos e {(2-1)
2nz

Donde:

Q = carga puntual {kg)

qy = esfuerzo vertical en un sélido (kg/cm?)

r = distancia horizontal entre la carga y ef punto donde se evalvan los esfuerzos [cm)

z = profundidad {cm)

-] = dngulo = Arcotangente de {r/z)
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ESFUERZQO EN UN PUNTO A UNA PROFUNDIDAD z
BAJD EL CENTRO DE UNA CARGA CIRCULAR DE INTENSIDAD q
Figura 2-1

y utilizando Tane=r/z se puede definir un nuevo término cos e = [x/(rz-u-z:)]s. Con lo cual 1a
Ecuacién {2-1} se convierte en:

JQ:S 30

(2-2)

Qv =

2r(r2+:2)5 21'r12[1+(1.'/a=)2]5/2

Realizando la integral de esta ecuacién sobre un drea, es posible determinar igualmente el estado de
esfuerzos para un drea cargada uniformements.

- Teorfa de Wastergaard

Cuando la masa de suelo consiste en una estratigraffa compuesta por capas ds materiales finos y
gruesos, o un suelo anisotrdpico, la ecuacién de Boussinesq no da resultados confiables. Para este
tipo de estratigrafias Westergaard (Ref.41} presenta la siguienta ecuacidn:

Qv (L-2u)/(2-2u)

[ (-2u)/2-2w) + (x/n)2 13/

qy = 2 (2'3)

2nz 2

la cual utiliza la misma nomenclatura que la ecuacion de Boussinesqg. Al tomar el coeficiente de
Poissen, u, como cero, se obtiene:

e
nzl{142(x/2) %)

Gy = (2-4)

3/2

Al igual que la ecuacidn de Boussinesq, esta Gltima es integrable para aguellos casos en los cuales
se tiene un 4rea cargada. -

- Método Unificado

Las dos matodologlas anteriores {Boussinesq y Wastergaard}, las cuales son validas para un medio
espacio de sélido homogéneo e isotrépico, no son rigurosamente aplicables a depdsitos de suelos
naturales los cuales presentan caracteristicas de anisotropia. En general en los suelos debido a esta



anisatropfa {Ver Ref.45 y 46) los esfuerzos en el suelo no se disipan tan marcadaments como lo
indican las relaciones obtenidas para materiales isotrdpicos.

Frohiich {Ref.16) investigd 1a distribucidn de esfuerzos radiales para casos anisotrépicos y propuso
una férmula para calcuiar el esfuerzo vertical inducido por una carga concentrada en la superficis de
un sélido anisotrépico semi-infinito. Utilizando la misma nomenclatura de !os casos anteriores:

tQ
v = 211’:2[1+(r/z}2.]("""'2)/2 =5
Donde:
" = coeficiente de distribucién de esfuerzos

En la Ref.45 se proponen los siguientes valores para

7 = 1.5 - Aproximadamente Ja solucion de Westergaard para un suelo fuertemente estratificado,
reforzado por estratos horizontales muitiples e indeformables, con Mddulo de Poisson

u=0,
% = 2.0 - Suelo estratificado, con estratos de diferentes deformabilidades.
7 = 3.0 - Solucidn de Boussinesq, suelo homogéneo e isotrdpico.
7 = 4.0 - Suelo homogéneo en que la compresibilidad se reduce con la profundidad, como en el

caso de arenas.

- Gréficos de Newmark

Utilizando teorla de elasticidad, Newmark (Ref.28) desarrolld unos grificos por medio de los cuales
es posible determinar el estada de esfuerzos a cualguier profundidad producido por un drea cargada,
Por medio de un procedimienta grafico muy simple es posible determinar la variacidn en esfuerzo.

- Elementos Finitos

Utilizando metodologras de elementos finitos es posible encontrar el estado de esfuerzos aun para

casos complejos de perfiles estratificados y con propiedades diversas. Inclusive es posible en
algunos programas utilizar propiedades no lineales del suelo.

2.2.2 Evaluacign da Esfuerzos Bajo Losas de Fundacidn

Para el caso de losas de fundacidn es de gran importancia determinar los aesfuerzos en el suelo bajo
la losa pues la formulacién de la interaccion suelo-estructura se realiza en funcién de las
deformaciones en la masa de suelo producidas por los esfuerzos que introduce la losa de fundacién
a la masa de suelo. Ademds la determinacion de las deformaciones debidas a la consolidacién del
suglo dependa directamente del incremento de esfuerzos sobre el estrato compresible.

El procedimiento consiste en determinar los incrementos de esfuerzo en lugares preseleccionados
bajo la losa a diferentes profundidades. Inicialmente esta evaluacidn se puede realizar para un
esfuerzo de contacto uniforme, lo cual solo es vélido cuando la losa es muy rigida y garantiza esta
uniformidad., Una vez se determinan en todos los lugares de la losa los esfuerzos de contacto
lgcales, utilizando el mismo procedimiento, se pueden determinar los valores de los incrementos de
esfuerzos para la distribucién real de esfuerzos de contacto.

Se procede de la siguiente manera;



{a} Se determinan las coordenadas en planta (x,, ¥o) de los lugares de interés donde sa quieren
avatuar los incrementos de esfuerzo. En general es suficiente realizarlo en los lugaras donde la losa
recibe las cargas de la superestructura, o sea donde las columnas o muros de la estructura se
apoyan sobre la losa.

{b) Dependiendo del tipo de suelo y su estratigrafia se fija el valor de y a utilizar en la Ecuacidn
{2-5).

{c) Se define la profundidad maxima de influencia de los incrementos de esfuerzo. La profundidad
méxima debe ser aquella a la cual no hay variacién apreciable del incremento de esfuarzos. En la
Ref.2 se recomienda utilizar una profundidad de 3B a 5B, donde B es el ancho {0 menor dimension
an planta} de la losa de ¢cimentacidn, con un valor preferencial de 4B.

{d) La losa se divide en n pequefics sectores rectangulares con dimensiones en pianta ag y by v con
coordenadas de su centrdide (x;, v;.0) localizado en el piano de contacto losa-suglo.

{¢) Se define un esfuerzo de contacto promedic q vy se calcula el incremento en esfuerzo causado
por cada uno de los pequeiios sectores en los puntos de interéds por medio de la Ecuacién (2-5),
suponiendo que hay una carga concentrada con valor g = qa;b; e&n el centrdide del pequefic
sector. 5y
1

El incremento de esfuerzo en cualquier lugar da interés localizado en las coordenadas (x5, YorZ)
causado por el sector i, donde z es la profundidad donde se quiere evaluar el es?uerzo, se
determina por madio da la siguiente ecuacién: . ’

7 qajby
qi = (2-6)
21:2{1+(rilz)2] (rv2)/2
Y
ry = V[(xj=xg}? + (vi115)?] (2-7)
Donde;
ay = alto del sector rectangular i {cm)
by = ancho del sector rectangular i {cm)
q = esfuerzo en el plano de contacto losa-suelo (kg/cm?)
qdi = incremento en esfuerzo en las coordenadas (x,, yg.z) debido al sector & (kg/cm?)

f} Se calcula el incremento total de esfuerzo en el lugar de interés por medio de:

n
Aqp = I g (2~-8)
i=1l
Donde:
Agp = incremento total de esfuerzo en las coordenadas (x5, yo.2) (kg/cm?)

De esta manera es posible encontrar el estado de esfuerzos en el suelo bajo la losa debide a las
cargas de la losa.

Cuando se conocen los esfuerzos de contacto de la losa sobre el suelo es posible determinar una
mejor distribucién del incremento de esfuerzos, simplemente introduciendo el valor real de g en Ja
Ecuacién (2-6]. Debido a la flexibilidad de !a losa v a las condiciones de frontera, es imposible tener
una distribucion uniforme de esfuerzos en el piano de contacte bajo [a losa. Por esta razén es
necesario corregir, por medio de un pracedimiento iterativo los valores del esfuerzo ds contacto y de
esta manera obtener una mejor evaluacién del incremento de esfuerzos en el suelo.



2.3 DEFORMACIONES INDUCIDAS POR CARGAS APLICADAS EN LA SUPERFICIE
2.3.1 Deformaciones Eldsticas en la Superficia

Si se conoce el mddulo de elasticidad del material, para el rango apropiado de esfuerzos, en todas
las zonas de la masa de suelo, es posible determinar la deformacion vertical de la superficie de
contacto del suelo con la losa por medio da la siguiente ecuacion:

In Zn

5o = | ®(z) dz = § Aqp(z)/E4(z) dz (2-9)

0 4]
Donde
.7 = Deformacidén vertical en la superficie causada por el incremento de esfuerzo (cm).
£(z) = Deformacién unitaria a fa profundidad z.
Agp(z) = Incremento de esfuerzo ala profundidad z debido a la carga en la superficie {kg/em?).
Ey{3z) = Mddulo de elasticidad del suelo a la profundidad = {kg/cm?}.
zy = Profundidad de influencia de [a carga en superficie (cm).

Alternativamente cuando se dispone del mdédulo de subrasante kg en toda la profundidad de
influencia, es posible utilizar 1a siguiente ecuacién para determinar la deformacisn &5 an la
superficie, dado un estado de esfuerzos en suelo como el mostrade en la Figura 2-2:

n~1
8, = (Ll/z,) 1:1 [dgpiz;) (Tj4+1-23) / kg(zg) 1 . (2-10)
D

z=0 52325 5'3322] -
q
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VARIACION VERTICAL DEL ESTADO DE ESFUERZOS BAJO UNA CARGA

Figura 2-2
Donde
kg(z) = kg de acuerdo con la profundidad = (kg/cm3)
Agp(z) = Aqyp de acuerdo con la profundidad z.
T4 = pronf‘undidad del punta 4 {em)
zn = profundidad mdxima de evaluacidn de esfuerzos (cm)

&g deflexidn en fa superficie (cm)



Cuando el valor de kg 85 constants con la profundidad la Ecuacidn (2-10) se convierte en:
o = Aqpy [/ kg {(2-11)
Donde:

Agmpn = @sfuerzo promedio en el suelo {kg/cm?).

o sea:
n=-1 :
Agpy =  (1/24) 11-"1 {ap(=i) (3i41-%5i)] (2-12)

2.3.2 Datermingcion del Mddulo de Subrasante

El médulo de subrasante, kg, es la relacidn entre la presién sobra el suelo y la deflexién que se
obtiene en el suelo. En |la Figura {2-3) se muestran los resultados de un ensayo de placa sobre el
suelo.

Por definicidn el valor de ky se obtiene de la siguiente relacion:

q
kg = — (2-13)
s

Donde:

q = esfuerzo sobre el suelo (kg/cm?)
3 = deflexion {cm)
/ / P
A q ! // -7
! y P
f s/
/ /
Fi 4 //
7 z -
P
/ 7 ”
/ /7 //
/ s ~
! // //
Wi Ks = g/d
7,
v
s 7
//
4, d
>

DETERMINACION DEL MODULQ DE SUBRASANTE A PARTIR DE LA
CURVA ESFUERZO-DEFLEXION DE UN ENSAYO DE PLACA
Figura 2-3

Es evidente que le valor de k, depende de los vaiores de g y de 8, pues como puede verse en la
Figura {2-3} la relacién es no-lineal, por lo tanto el valor del mddulo va a depender del rango de
asfuerzos y de si se toma como el médulo secante 0 como el mddulo tangenta.

La realizacién de un ensayo de placa no es una labor ficil, excepto para placas muy peguefias,
debido a la carga de reaccidn que se necesita para el ensayo. AGn para placas muy pequefas de 45
a 75 cm de didmetro el valor de & es dificil de medir pues la placa se deforma por no ser totalmente



rigida y distorsiona los valores de kg que se obtienen. Al encarrar varias placas {ver Figura 2-4} se
obtiene una rigidez mejor de la placa (Ref.7}, pero de todas maneras el valor graficado corresponde
a la carga del ensayo dividida por el drea de la piaca (asfuerzo promedio} y I2 deflexidn promedio

medida.
Placas P
Superpuestas Bloque de
N‘ Carge
f

[
]

i i ———— R\

ENSAYQ CON PLACAS SUPERPUESTAS
Figura 2-4

Terzaghi en Ia Ref.34 propuso que el valor de kg, para zapatas de tamafios normales puede
obtenerse de los valores de ensayos de placa utilizando las siguientes relaciones:
- Para zapatas sobre arcilia;

ky = k) B . {2-13)

- Para zapatas sobre arena, incluyendo los efectos de tamafio:

kg = k; [(B+1)/28)2 (2-14)
Donde:

ki = valor de k, obtenido del ensayo de una placa de un ple cuadrado {1'x1'} en (kg/cm3)
B = ancho de la zapata {cm)

El valor de kg estd relacionado con el mdédulo de elasticidad E, del suelo. Vesic en la Ref.40
propone que eT mddulo de subrasante se evalde por medio de la siguiente exprasion:

kg = 0.65/B [(EgB%)/Ee11Y/ 12 (2.7 (1-m?) (2-15)
Donde:

Ey = médulo de elasticidad del suelo (kg/cm?)

Ef = mddulo de elasticidad de 1a fundacién (kg/cm?)

B = ancho de la fundacidn (cm}.

Is = Momento de inercia de la fundacién con respecto a un eje horizontal {cm?)

K = rmodulo de Poisson

La ventaja de] método de Vesic estd en que el valor de kg se puede determinar en el laboratorio.

A continuacidn se presentan tres Tablas de valores de kg provenientes de tres fuentes diferentes,
las cuales dan valores aproximados del médulo de subrasante.



#
La Tabla 2-1 (Ref.43} puede utilizarse como guia para determinar un rango de valores para kg,
cuando se conoce la ciasificacién del suelo.

Tabla 2-1
MODULO DE SUBRASANTE DE ACUERDOQ CON LA COMPOSICION DEL SUELD

Tipo de Suelo kg [kgfcm3)
densidad natural densidad compactada
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Convenciones:

G = Grava S = Arena M = Limo C = Arcilla ©Q = Qrgénico
W = Bien Gradado P = Mal Gradado = Gradacién Unifarme
L = Compresibilidad media a baja H = Ahlta Compresibilidad

Bowles (Ref.7) da la siguiente tabla de rangos de valores para k.

TABLA 2-2
RANGO DE VALORES DEL MODULO DE SUBRASANTE (kg)
Suelo hy
tka/em?)
Arena Suelta 0.5- 1.8
Arena Medianamente Densa 1.0- 8.0
Arena Densa 6.4-12.8
Arena Arcillosa Medianamente Densa 3.2- 8.0
Arena Limosa Medianamenta Densa 2.4- 4.8
Suelos Arcillosos:
ay = 2 kg/cm? 1.2- 2.4
2 < q, = 4 kgicm? 2.4- 4.8
qy > 8 kg/em? > 4.8




Para los suelos arcillosos de Bogotd se tienen los siguiantes valores tipicos (Ref. 12}

.

: TABLA 2-3
VALORES TIPICOS DE kg PARA LOS SUELOS ARCILLOS0OS BE BOGOTA
3 E %
{kg/cm?) (kg/em®) (kg/cm3)

1.50 ' 225.0 2.75
1.00 150.0 2.50
0.75 1125 1.88
0.50 75.0 1.25
0.25 37.5 0.63
0.15 225 0.38

8, = Resistencia al carte medida por medio de veleta.

E; = Mdédulo de Elasticidad del Suelo

kg = Mdédulo de Subrasante

Debido a la incertidumbre que existe con respecto al valor de kg gque se debe utilizar, es conveniente
insistir en que as una practica aconsejable el utilizar un rango de valores, en lo posible un valor alto,
uno bajo y uno intermedio, en el disefio de elementos scbre suelos para los cuales no se ha
determinado el valor de kg en el laboratorio o an el terreno.

2,.3.3 Deformaciones por Consolidacidn del Susfo

La deformacidn o asentamiento que se obtiene en la superficie causada por la consolidacidn de un
suelo cohesivo debido a un aumento en el esfuerzo efectivo en el estrato compresible, se obtiene
{Ref.29}) por medio de !a siguiente ecuacidn:

Co Po * Ap
8§ = e H logyg —— (2=16)
1+ e, Po
Donde
Ce = coeficiente de consolidacion
g = rglacién de vaclos antes de aplicar la carga
;¢ = Espesor del estrato compreasible {cm}.
Po = esfuerzo efectivo en el suelo (kg/cm*)
Ap = cambic en el esfuerzo efectivo {kg/cm?)
s = asentamiento debido a la consolidacion (cm)

En el caso de un suelo cohesivo tocalizado debajo de una losa de fundacion, de acuerdo con los
resultados de esfuerzos en el suelo obtenidos en la Seccién 2.2.2 es posible determinar el valor del
incramento de esfuerzo Ap en 8l suelo. Canociendo los otros valores, suministrados por el estudio
de suslos, es posible determinar el valor de 8 o sea el asentamiento en cada uno de los puntos bajo
la losa.

Vale la pena anotar que para la utilizacion de esta metodologfa es necesaria una gran
intercomunicacién entre el ingeniero estructural y el ingeniero geotecnista pues hay que tener en
cuenta una serie de aspectos provenientes de la parte geotécnica como son:



{a) definicidn de si el suelo estd en la zona de consolidacién normai con el fin de utilizar el
coeficiente de consolidacidn ¢ adecuado.

{b) definicidn de la estratigrafia con el fin de aplicar los valores de o8 pardmetros del suelo
adecuados a cada estrato.

{e) confirmacion de que el suelo cohesivo esté drenado en la parte superior e inferior con en fin de
garantizar que se estdn utilizando los valores adecuados de H.

{d} definicidn del tiempo en el cual debe ocurrir el asentamiento con el fin de poder hacer una
combinacién realista de los efectos a corto y largo plazo, lo cual influye en la seleccién de los
coseficientes de mavoracndn de Ias cargas para efectos del disefio de los elementos de la losa de
cimentacidén.

{e) evaluacién cuidadosa de las cargas permanentes que generardn el aumento del esfuerzo efectivo
¥ por enda la consclidacién del astrato.

if} interpretacién de otros fendmenos colaterales gue pueden contribuir al asentamiento como son la
desecacién debida al proceso de urbanizacidn, cambios: en el estade de esfuerzos en el suelo debido
a la realizacién de construcciones adyacentes, etc.

3. INTERACCION SUELO ESTRUCTURA EN LOSAS DE FUNDACION

3.1 INTRODUCCION

El térming "interaccion suelo-estructura® ha variado en su connotacidn a través del tiempo: en los
albores de la mecénica astructural su aplicacién estuvo centrada al problema del disefic de risles de
ferrocarril, posteriormente se aplicd a la solucién de problemas relacionados con la descripcién del
comportamiento de cimentaciones donde se empezaron a aplicar principios de deformabhilidad del
suelo, Ylegando hasta las metodologfas del disefio de bases para mdquinas. Posteriormente se aplicd
al tipo de problemas que se cubre dentro del presente trabajo, o sea el disafio de cimentaciones
donde el orden de magnitud de la rigidez de los elementos de la cimentacion es similar a la del
suelo. Posteriormente con el mejor entendimiento del fendmeno sismico fue adquiriendo poco a
poco la connotacién de un aspacto muy importante del comportamiento sismico de las estructuras
que es 1a interaccidn dindmica entra la estructura v el suelo localizado en las cercanfas de la base de
la edificacidn. Por dltimo el termino "interaccién suelo-estructura® se ha utilizado erréneamente para
describir los fendmenos de ampilificacidon de la onda sfsmica al viajar desde la roca hasta la superficie
a través de estratos de suelos blandos ¢ poco densos. Esta acepcién es errada pues 1a estructura no
participa directamente en el fendmeno y por lo tanto no se puede hablar de una "interaccién”,

Para efectos de la presente trabajo la “interaccién suelo-astructura™ se refiere a la evaluacitn y
cuantificacién de los fendmenos que se presentan en el plano de contacto suelo-estructura, o sea en
el plano de contacto entre la estructura v el suelo que le sirve de apoyo.

No sobra hacer un breve recuento del desarrcllo histérico del terna del tratamiento del suelo de
cimentacién como un medio eldstico, lineal o no-lineal:

La suposicidén de gque los esfuerzos de contacto entre la cimentacion y el suelo son proporcionales
en cualquier puntc a la deflexidn de la cimentacién en ese punto fue postulada por E.Winkler
{Ref.42) en 1867 y constituyd la base del trabajo cldsico de H.Zimmermann (Ref.47) sobre el
andlisis de carrileras de ferrocarril publicado en 1888,

Sobre este enfoque se siguid avanzando durante los finales def siglo XIX y comienzos def XX vy en
1943 M.Hetenyi {Ref.13} publicé el libro cldsico sobre el tratamiento completo del tema, trabajo que
sigue siendo vigente en la actualidad,

En la introductién de su trabajo Hetenyi indica:



".... Las propiedades fisicas de los suelos son obviamente de una naturaleza mucho
méas compleja de la que puede ser representada por una relaci6n matematica tan
simple como la supuesta por Winlder, ...”

A partir de este momento puede decirse que los esfuerzos académicos al respecto se enfocaron en
dos aspectos totalmente diferentes: uno hacia la determinacién de un mejor modelaje de la parte
estructural de la interaccién y otro hacia lo que ocurre dentro de la masa de suelo propiamente
dicha, gestada principaimante por los avances en la mecénica de suelos ocurrida a partir da los afios
cuaranta.

Como ejemplos del primer aspecto puede decirse que los trabajos presentados en la referencias 8,
9, 14, 22 y 44 son representativos y trabajos mds recientes como los presentados en las
referencias 4 y 33 siguen dentro de esa linea,

Dentro del segundo aspecto puede decirse que la tendencia ha gravitado por una lado con los
trabajos de J.E.Bowles (Ref.7} y por otro lado con los trabajos de L.Zeevaert {Ref.45 y 45}

Recientemente fue publicado por el Instituto Americano del Concreto {ACI) una gula para el disefo
de zapatas y losas de cimentacién {Ref.2} en la cual se presentan recomendaciones para el manejo
del problema del anélisis y disefic de este tipo de cimentaciones.

3.2 MODELQ DE WINKLER

La aplicacidn directa de Iz tecrfa de Winkler {Ref.42} en el andlisis de vigas sobre madios eldsticos
estd dada directamente sobre la ecuacidn da la linea eldstica de la viga, la cual para una viga normal
es:

ady . .

EI —a" =p{x) (3-1)
dx

Donde

E = mddule de elasticidad (kg/cm?)

1 = inercia {cm?)

p(x) = c¢argas transversales {(kg/fcm)

x = prdenada longitudinal de la viga {cm)

Y = deformacidn transversal {cm)

En el caso de la viga apoyada en toda su longitud sobre un medio eldstico las cargas transversales
p(x) se convierten en una fuerza transversal eguivalente, proporcional a la deflexidn, y. Esto
implica que el medio de' apoyo cumple la ley de Hooke. Su elasticidad puede por lo tanto
caracterizarse por medio de una fuerza tal que distribuida sobre un &rea unitaria produce una
deflexidn igual a la unidad. Esta constante de elasticidad del medio de apoyo, kg, es el "médulo de
subrasante” y tiene unidades de {kg/cm3).

Al suponer que la viga bajo consideracion tiene una seccién transversal uniforme y que su ancho, b,
es constante, ef cual constituye al plano de contacto con el medio eldstico de apoyo, una deflexion
unitaria producirfa una reaccién igual a bkg v por lo tanto en un punto donde la deflexidn sea y, la
intensidad de la reaccién distribuida sobre una longitud unitaria de viga serfa:

p(x) =b kg ¥y {3-2)
Donde:
b = ancho de [a viga {cm)

ky = mddulo de subrasante {kg/cm?)



y por lo tanto {a Ecuacidn {3-1) se convierte an:

d4y
Bl — = -b kg ¥y . (3-3)
dx :

y ésta es la ecuacién diferencial de la eldstica de una viga apoyada eldsticaments en toda su
longitud.

Para cobtener la solucién de la ascuacién diferencial debemos substituir y = e en (3-3} para

cbtener {a ecuacidn caracter(stica:
i bk,
n g . —— {3-4)
EI

tuyas ralces son:

my = - mg =‘V{bk./4zz) (1+i) = B (1+i) (3-5)
4
my = = mg = V(bkgfAEI) (-1+i) = B (-1+i) {3-6)

v la solucién general toma (a forma:

Y = A; oB1x Ag oT2X As P N A JMAx (3=7)
donde

4
B = V(hk,/ﬂ:l) (3-8)

Haciendo la transformacién de las constantes imaginarias por medio de las ecuaciones de Euler es
posible convertir estos términos en sumas de senos y cosenos y a su vez reemplazar el termino
exponencial por senos y cosenos hiperbélicos. €sto conduce {Ref.3) a la siguienta sclucién general
de la Ilnea eldstica:

1 1
Yx = YoF1(Bx) + — 8,Fy(Bx} =~ 3 M F3(Bx) - 3 VoFga(Bx) (3~9)
B 8°EIX B EY
Donde;
Fi{Ax) = cosh(Bx) Cos(8x)
Fap(Bx) = 1/2 {Cosh(Bx) Sen(Bx) + Senh(Bx) Cos{Bx)]
F3(Bx) = 1/2 [Senh(Bx) Sen(Bx)]
Fye(Bx) = 1/4 [Cosh(Bx) Sen(fx) -~ Senh(Bx) Coz(Bx)}
v .
Yo = deflexién en x=0
9 = giro en x=0
M, = momento en x=0

cortante en x=0



Con base en !a Ecuacién (3-9) vy el principio de superposicidn, es posible obtener la solucién de una
viga de cualquier longitud v sometida a cualquier sisterna de cargas y de condicionas de frontera. En
la Ref.19 es posible ancontrar scluciones parz un sinnumero de casos practicos.

En la respuesta de vigas de longitud finita |2 accidn de las fuerzas colocadas en un extremo va a
afectar la deflexiones de! otro extremo de acuerdo con la magnitud de B¥, donde B es la constante

definida en 1a Ecuacién (3-8} v £ es la longitud de la viga. De acuerdo con el valor de BE es posible
dividir la discusidn del comportamiento de vigas sobre cimentaciones eldsticas (Ref.35) en tres
grupos:

{a) Vigas cortas, Bf < 0.60
{b) Vigas de longitud intermedia, 0.6 < Bf < 5.0
(c) Vigas largas, B¢ » 5.0

Para las vigas del grupo {a) se pueds despreciar totaimente la flexién vy considerar las vigas como
infinitamente rigidas, debido a que la deformacidn por flexidn es despreciable en comparacién con
las de la cimentacidn. Ver Figura 3-1.

BN
SIS

DEFLEXIONES DEL CONJUNTQ
SUELO-ESTRUCTURA PARA nBf < 0.60
Figura 3-1

Las vigas del grupo (b} se caracterizan por el hecho de gue una fuerza actuande en un extremo de la
viga tlana influencia apreciable en &l otro extremo de la viga, por lo tanto deben tratarse como vigas
de longitud intermedia. Ver Figura 3-2.

DEFLEXIONES DEL CONJUNTO

SUELO-ESTRUCTURA PARA 0.6 < B8f < 5.0
Figura 3-2



Para las vigas del grupo (c] se pueds utilizar la suposicidn de gue estando localizados en un extremo
de la viga, el otro extremo sa encuentra en el infinito. Por lo tanto la viga se puede considerar como
infinitamente larga. Ver Figura 3-3.

DEFLEXIONES DEL CONJUNTO

SUELO-ESTRUCTURA Bf > 5.0
Figura 3-3 .

En general puede decirse que esta metodologia, con las limitaciones inherentes al hecho de que la
rigidez del suelo se considera lineal y qua as constante en toda [a longitud de la viga, ha sido la base
de los andlisis tedricos de cimentaciones sobre zapatas corridas tomando en cuenta la rigidez del
suelo. El inconveniente mas grave que presenta esta metodologlfa al ser aplicada a casos realas,
ocurre en las condicionas de frontera y estd ilustrado en la Figura {3-4). Consista en el hacho de qua
se estd considerando gue el suelo desaparece en el extremo de la viga y por lo tanto no existe
ninguna influencia del suelo adyacente a los extremos de la viga.
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INCONSISTENCIA DE LA DEFORMACION DEL SUELO
PRESENTADA POR EL MODELO DE WINKLER EN LAS FRONTERAS
Figura 3-4

El otro inconveniente que se le anota a esta metodologia consiste en el hecho de que su uso
desprevenido puede conducir a errores graves cuando la viga se levanta sobra el suelo, pues la
hipdtesis de rigidez del suelo tal como la plantea Winkler es vdlida tanto para compresién como para
tensidn sobre sl medio sldstico de soporte. Observando la Figura {3-5) puede notarse que cuando la
viga se lavanta sobre el suelo el modelo matemético supone que el suelo entra en tensidn, lo cual es
falso para todos los casos de cimentaciones reales. Este aspecto debe tratarse con gran cuidado
cuando se utiliza esta metodologla.



Zono de Tension P Zonag de Tension

ERROR AL TOMAR EN CUENTA ESFUERZOS
DE TENSION EN EL SUELD
Figura 3-5

El modelo de Winkler, dada su simplicidad, es aplicable a vigas, losas, & inciusive se puede implantar
en elementos finitos de diferentes caracteristicas En la Ref.10 se discute ampliamente el tema de
aplicar modelos de Winkler a elementos finitos. No obstante las limitaciones del madelo respecto a
las condiciones de frontera siguen vigentes. Por esta razdn la utilizacién de programas de elementos
finitos para la interaccion suelo-estructura no es garantfa de gue se estén utilizando condiciones de
frontera adacuadas y por lo tanto es responsabilidad del wsuario determinar si el programa
simplemente utiliza un modelo de Winkler o presenta un desarrollo tedrico que subsane las
deficiencias anotadas anteriormente,

3.3 MODELC DE ZEEVAERT

El profesor Zeevaert de la Universidad Nacional Auténoma de México ha estudiade el problema de
las fundaciones en suelos compraesibles desde hace muchos afios. El hecho de que su prictica
profesional y académica la haya realizado en la ciudad de México, con suelos probablemente més
diffciles que los de la ciudad de Bogotd, cobra enorme importancia para los ingenieros gque practican
aqui. Dentro de sus numerosas publicaciones sxisten dos (Raf.45 y 48] que tratan de manera amplia
y profunda las losas de fundacion y [a interaccion suelo-fundacidn-estructura.

En la formulacidn y solucidn del problema Zeevaert da unos lineamientos que se pueden resumir de
la manera que se presenta a continuvacidn. Es importante anotar que Zeevaert plantea sus
procedimientos utilizando metodologfas matriciales {4lgebra lineal).

Como un primar paso #stablece la deformacion de la superficie de contactoe suelo-fundacidn
utilizando un procedimiento similar al planteado en la Seccidn 2.3.1 del presente trabajo, por medio
de una matriz que llama Ecuacidn Matricial de Asentamientos [EMA].

Luego establece condiciones de compatibilidad en varics puntos de la cimentacién y por medio de
ellas formula un sistema de ecuaciones simultdneas, cuyas incdgnitas son las deformaciones del
plano de contacto suelo-fundacién. En estos puntos se introduce la rigidez del suelo, lineal y con un
valor igual a! drea aferente por el médulo de subrasante, Este sistema de ecuaciones simultdneos lo
llama Ecuacidn Matricial de tnteraccidn [EMI],

A continuacién define un procedimiento iterativo, por medio del cual determina los valores de las
deformaciones al resolver el sistera de ecuaciones simultaneas planteado en [EMA]. De los valores
de las deformaciones encuentra los esfuerzos de contacto y al aplicarlos a la ecuacidn de
asentamientos [EMI) encuentra unos nuevos valores de las deformaciones. Este procedimiento se
sigue hasta que los valores de las defarmaciones en los puntos donde se aplicaron las ecuaciones de
compatibilidad no cambian de una manera apreciable.



Es importants anotar que Zeevaert introduce dentro del sistema de ecuaciones planteadas al efacto
de deformaciones causadas por flaxién da la fundacidn, por desplazamientos eldsticos y reolégicos
de! suelo.

Ademds Zeevaart define la manera como pueden determinarse en el laboratorio las propiedades de!
suelo, tanto eldsticas como reclégicas.

3.4 MODELO DE BOWLES

El modelo de Bowles estd presantado en la Ref.7 y es posible ver su evolucién a través de las cuatro
ediciones que se han publicado. En escencia es un modelo de Winkier, al cual Bowles le ha
introducide una serie dea modificaciones para comregir algunos de los problemas anotados
anteriormente del modelo de Winkier.

En principio la diferencia principal estriba en que se utilizan elementos estructurales {elementos
finitos) de fundacién aislados del suelo los cuales estan soportados elasticamenta por el suelo en los
nudos de interconexién con lo otros elementos de la fundacién. Se utilizan técnicas normales de
andlisis matricial para definir las matrices de rigidez de los elementos y posteriormente ensambla
sobre la diagonal de {a matriz de rigidez de toda la fundacidn las rigideces del suelo, las cuales son
linealmante eldsticas de acuerdo con el postulado de Winkler.

L
La rigidez del suelo que se incorpora a !'a matriz de rigidez de la fundacidn corresponde al drea
aferenta del nudo multiplicada por el médulo de subrasante, ke = Agky, donde kg tiene unidades
de kg/cm,

Es importante anotar que este modelo tiene el problema de qua no hay acople estitico entre las
rigideces del suelo concentradas en los diferentes nudos. El hecho de que la rigidez del suelo se
suma Unicamante a la diagonal de 1a matriz de rigidez da la fundacion hace imposible incluir este
acopla. Bowles sugiere que esta problema se puede corregir de la siguients manera:

{a) Duplicar la rigidez del suelo en los nudos de borde, 6

{b) Zonificar los valores de kg de tal manera que hay valores mayores en los extremos con una
transicién gradual a la zona central con los valores minimos aili.

En la misma Ref.7 Bowles presenta dos programas de computador, uno para el andlisis de vigas
sopartadas eldsticamente y otro para losas de fundacion, también soportadas eldsticamente.

3.5 INCONVENIENTES DE LAS METODOLOGIAS PRESENTADAS

F.os dos modelos de interaccién suelo-fundacidn-estructura presentados tienen algunas limitaciones
importantes, que aunque algunas de ellas son advertidas por sus autores, no dejan de afectar los
resultados obtenidos al seguir la metodologla.

3.5.1 Concentracidn de la Rigidez del Susio

El modelo de Winkler considera que al suelo produce una reaccidn a todo lo largo del elemento
estructural de fundacién, haciendo la reaccién proporcional a !a deformacién del slemento
estructural. En los otros dos modelos (Zeevaert v Bowles) la rigidez del suelo se concentra en los
nudes de interconexidn entre los elementos estructurales de la fundacién. En la Figura 3-6(a) puede
verse como concentra la rigidez del suelo Zeavaert v en la 3-6(b) Bowles. La rigidez del suelo es
proporcional al drea aferente.



(a) Modelo de Zeevaert
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{b) Modelo de Bowles
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CONCENTRACION DE LA RIGIDEZ
DEL SUELO EN LOS MODELOS
Figura 3-6

La manera como se ensambla la rigidez del suelo en la matriz de rigidez del modelo es aplicandola en
la diagonal, lo cual inhibe el acople entre los diferentes puntos a través del suelo v se logra
unicamente por medio de la astructura. Zeevaert soluciona este problema por medio de un proceso
iterativo y Bowles por medio de una corracciones a la rigidez del suelo, tal como se indicéd
anteriormente.

Otro inconveniente importante de la concentracién del suelo es las diferencias apreciables que
pueden obtenerse en la eldstica del elemento estructural por el hecho de que hay una reaccién en
puntos intermedios. En términos estructurales el error que se introduce es del mismo orden de
magnitud que el que tendla una estructura gue soporta cargas verticales distribuidas en las vigas, la
cual se disefia para Unicamente para el efecto de estas cargas concentradas en los nudos. En
realidad el modelo original de Winkler en este aspecto conduce a una sclucién muy cercana al
fenémeno real, mientras que los modelos de Zeevaert y Bowles tinicamente dan los momentos vy
cortantes causados por las diferencias de deflexidn en los nudos de interconexién. En la Figura 3-7
se indica la variacién que se tendria en el diagrama de momentos de una viga por efecto de esta
inconsistencia. ;
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Figura 3-7
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3.5.2 Rigidez dal Suala en of Borde de la Fundacidn

En los modelos de Winkler, Zeovaert v Bowles se trata al problema de 1a condicidn de frontera de
una manera diferenta. En Winkler realmente se considera el suelo un fluide que sjerce un presién
proporcional a la deflaxion del elemento astructural, por lo tanto no hay ninglin efecto causado por
el suelo adyacente al borde, lo cual es probablemente una de las limitaciones mds importantes de
este modelo.

Zeavaert corrige esta rigidez por medic de un proceso iterative en funcién de la rigidez del suelo al
corregir la deformacién del suelo de acuerdo con los esfuerzos de contacto. Bowles lo corrige de
una manera muy simplista consistente en duplicar la rigidez del suslo en el bords.

3.5.3 Consideracidn Planar dol Fendmenc

En los tras meodelos realmente se consideran vigas sobre fundaciones elésticas, por lo tanto la
aplicacién de las tres metodologfas a losas de fundacidn puede introducir errores graves en los
resultados. Bowles presanta una solucidén para losas macizas de fundacién, lo cual no es realmente
aplicable a las losas de fundacidn tal como se utilizan en el medio nacional, ademds en ese caso la
concentracién de la rigidez del suelo en los nudos de interconexidén puede introducir errores graves.

4. FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO DE INTERACCION

4.7 INTRODUCCION

En el presente Capltulo se presenta un modelo de interaccidn que permite subsanar las deficiencias
anotadas a los modelos existentes de interacidn suelo-fundacion-estructura en el caso de losas de
fundacidn aligeradas. Este modelo fué desarrollado en la investigacién de la Ref.30. Los pasos del
desarrollo del modelo sorf los siguientes:

{a} Se define un modelo matematico basado en la teorfa de Elementos Finitos para la losa misma, el
cual toma en cuenta las propiedades mecanicas y estructurales de fa iosa y cuyos elementos astdn
soportados de una formarcontinua y eldstica en el suelo subyacente.

{b} Se propone una metodologfa que permite tomar en cuenta las propiedades de continuidad del
suelo subyacente, como un medio espacio eldstico, a diferencia de la teoria tradicional de Winkler,
donde la presién que ejerce la cimentacidn sobre el suelo subyacente solo es proporcional a la
deflexién que ocurre en ese punto e independiente de los esfuerzos o deflexiones que ocurren en
otros puntos de |la cimentacién.

lc! _Los resultados de los dos puntos anteriores se combinan en un programa de computador, que
utiliza ef método de los Elementos Finitos, el cual permite analizar y disefar la losa flotante v a su
vez determinar el astado de esfuerzos en el suelo subyacenta.

{d} Se presenta una metodologfa para determinar las deformaciones a largo plazo causadas por
consolidacién del suelo y sus efectos sobre la losa de fundacion.

{e} Por ditimo se presenta un procedimiento por medio del cual utilizando un pre-procesc de la
estructura de la fundacidn, es posible determinar la influencia de la deformabilidad del suslo v de la
losa de fundacidn en la superestructura. Esta infiuencia se evalda tanto para cargas estdticas como
dindmicas, verticales y horizontales, aplicadas a la superestructura v ademds su efecto sobre el
suelo mismo.



4.2 ELEMENTO FINITO PARA PARRILLAS SOPORTADAS ELASTICAMENTE

Los elementos que conforman la losa aligerada de fundacién estdn apoyados sobre el suelo como un
medio elastico en toda su longitud, a diferencia de los modelos mencionados en el Capitulo anterior,
en los cuaies solo hay apoyo sobre el medic de soporte en los nudos de interconexion de los
elementos de [a fundacidn.

A continuacién se formula gl modelo matemético da una elemento que trabaja primardialments a
flexién y que estd apoyado eldsticamente en toda su longitud, con una rigidez del suelo que varia
linealmeante de un extremo del elemento al otro. Dado gue estos slementos se interconectan
conformando una parrilla, el elemento tiene los grados de libertad cldsicos para ests tipo de
elementos.

Supongamos que tanemos un elemento que va desde un extremo inicial que llamamos a hasta un
extremo finai b, con un momento de inercia I, mddule de elasticidad E y longitud L, como el

mostrado an la Figura 4-1. El elemento estd soportado eldsticamente sobre un medio eldstico cuyo
valor de rigidez varia desde k,, hasta kg,
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VIGA CON SOPORTE ELASTICO CONTINUO
Figura 4-1

El elemento estd sometido en su extremo a a una deflexién &, v a un giro 8, v anslogamente en su
extremo b a una deflexidn &y y a un giro @y,. Para poder mantener esta situacién deformada y a su
vez estar en equilibrio hay necesidad de someter al elemento en su extremo a a3 un momento M, vy
una fuerza cortante Va Y &N su extrema b a un momento M, ¥ una fuerza cortante V-

Can el fin de poder determinar la matriz de rigidez de este tipo de elemsnto se procede de la manera
convencional, Ref.17, consistente en imponer una deformacién unitaria en uno de los grados de
libertad de los extremos del slemento a la vez que se mantienen deformaciones iguales a cero en los
otros grados de libertad de los extremos. Esto permite, por medio del principio de equilibrio,
encontrar los valores de las fuerzas en los extremos necesarias para mantener el equilibrio.

La matriz de rigidez que relaciona los cuatro desplazamientos de los extremos con las cuatro fuerzas
an los extremos estad planteada a través de la siguiente ecuacién de equilibrio:

{flax1 = [kK)axa {vw}ax) (4-1)
Donde:

{£} = vectlcrr {4x1) que describe las fuerzas an los extremos de un elemento, en coordenadas
{u} &= I\?ect.?tgrs.hixﬂ gue describe las deformaciones en los extremos de un elemento, en

coordenadas locales.
(k] = matriz (4x4} de rigidez de un elemento en coordenadas locales.



Al expandir !a Ecuacién (4-1) obtenemaos:

Va ky1 kyz kg3 kyaf |3,
Mg | o k21 k22 ka3 kg |®a
) k31 k3z k33 k3gq| [&p (4-2)
My, ka1 ka2 kg3 kgq| O
Donde
Va = fuerza cortante en el extremo a del efemento
M, = momeanto en el extremo a del elemento
Vp = fuerza cortante en el extremo b del elemento
My = momanto en el extremo b del slemento
3a = deflexidn en el extremo a del elemento
oy = giro en el extromo a del elemento
5 = deflexidn en el extremo b del elemento
o, = giro en el extremo b del elemento

La convencion de signos para las fuerzas y deformaciones en los extremos del elemanto es la
siguiente: [a) Momentos ¥ Giros: Positivos en el sentido contrario a las manecillas del reloj. (bl
Fuerzas Cortantes y Deformaciones: Positivas hacia arriba.

De acuerdo con los postulados de los eiementos finitos, se impone una deformacidn al elemento v
se determinan los efectos de esta deformacidn en los extremos, o nudos, donde se quieren describir
lag propiedades de rigidez del elemento, incluyendo el efecto del medio eldstico.

Como un primer paso se determina la ecuacién de la sldstica del elemento para cada uno de los
cuatro casos representados por una deformacidn unitaria de uno de los cuatro grados de libertad de
los extremos, manteniendd en cada caso la deformacién de los tres grados de libertad restantes
iguales a cero. Esto se logra resolviendo (a Ecuacién {3-1) para p(x) = 0 y obteniendo y(x) para
las condiciones de frontera impuestas por las deformaciones y giros en los dos extremos de la viga.

La ecuacién de la eldstica para las condiciones de frontera iniciales en el extremo a (M,, V,, 8, ¥
8,4} es la siguiente:

Y(x) % 5, + @, x ~ My/2EI x? + V,/6EI x° (4-3)
Los resultados obtenidos, son los siguientes:
-Parad, =1 , 8, = &, =@, =0

Yi(x) = 1 - 3 (x/L)% + 2 (x/L)? (4-4)
-Paraey = 1 , §; = 8 =8 = 0

y2(x) = x - 2 x2/L + x°/1 (4-5)
-Parady = 1, 8§, = 8y =6 =0

y300 =3 (x/1)2 = 2 (x/1)3 (4-6)

-Paraep = 1 , 8§, = 84 = & = 0

Ya(x) = - leL + x3/L2 (4-7)



Aplicando el principio de superposicion, el cual es vélido en este caso debido a que se trata de
relaciones linealmente eldsticas, es posible, para efectos de deducir la matriz de rigidez del
elemanto, dividir los efectos en aquellos de la rigidez propia del elemento v aquellos causados por la
rigidez del medic de soporte. Por lo tanto podemos, de acuerdo con lo planteado en la Figura 4-2,
obtener los efectos totales como la suma de ios efectos de la rigidez propla méas los efectos de la
rigidez del suelo.

Vb
vo f

ELEMENTQ T

ESTRUCTURAL d°l€

SUELO

TOTAL

SUPERPOSICION DE LA RIGIDEZ DE LA VIGA
Y LA DEL MEDIO ELASTICO DE SOPORTE
Figura 4-2

Por lo tanto la Ecuacién {4-1) se convierte en:

{f} = {fg} + {fg} = [k] {u} = [ [kg] + [kg) ] {u} (4-8)
Donde:

{f¢} = fuerzas en los extremos del elemento causadas por la rigidez del elemento.

{4} = fuerzas en los extremos del elemento causadas por la rigidez del suelo.

[kel = matriz de rigidez del'slemento causada por la rigidez del efemento.

[kg) = matriz de rigidez de! elemento causada por la rigidez del suelo.

La deduccidn de la matriz [kg), que corresponde a la matriz convencional de un elemento sometido
a flexién, con dos grados de libertad en cada uno de sus extremos, s& puede encontrar en
numerosos textos de anglisis matricial {Ref.17, 20, 25 y 38},

For lo tanto la parte correspondiente a la rigidez a flexién [kg} de la matriz [k] es:



12e1/13 eEx/Li-1281/13  emi/L?

]
egz/?  aEI/L -eE/L?  2EI/L
[kg] = {4-9)
-12e1/1? -sp1/1? 1281713 -6EI/L?

ss:/:.z 2EI/L -63:/1.2 4EI/L

Para obtener la matriz correspondiante z los efectos del suelo [kg} se utiliza el principio de Mller-
Breslau {Ref.27) el cual dice:

"Las ordenadas de la linea de influencia de cualquier elemento de fuerza laxial,
cortante, momento o reaccidn) de cualquier estructura son proporcionales a la curva
de la eldstica que se obtiene al remover la restriccion correspondiente al elemento de
fuerza vy reemplazarla por una deformacién correspondiente en la estructura que se
obtiene al remover la restriccién®

Esto quiere decir que yq(x) es la linea de influencia de la fuerza v,, que y,(x) es la linea de
influencia del mormento My, que y3(x) es la linea de influencia de la Tuerza vy, y que y3(x) esla
Iinea de influencia de My,

Adem4s tenemos que la rigidez del suelc var(a linealmente a lo largo del elemento, siendo k, en el
extremo a y ky, en &l extremo b, por lo tanto se puede expresar matemdticamente de la siguients
manara:

k(x) = ky + (kp - kg) x/L (4-10)
Donde:
k(x) funcién que describe el valor de kb a lo largo del elemento

kg = valor de kgb en el extremo a del elemento
kp = valor de kgb en el extremo b del elemento

Para obtener el efecto de la rigidez del suelo expresado en las fuerzas de los extremos del elemento,
tomando un elemento diferencial de longitud del elemento, dx, e imponiendo una deformacidn
arbitraria a la viga, equivalente a ¥4 {x). encontramos que sobre este elemento diferencial, 1a fuerza
que ejerce el suslo es:

daf = k({x) yj(x) dx ¢ (4~11)

ahora, ai efacto de este diferencial de fuerza sobre un elemento de fuerza i de uno de los extremos
de ia viga, de acuerdo con el principio de Mdaller-Breslau, corresponde a multiplicar af por la linea de
influencia del elemento de fuerza 1 que a su vez es la ecuacion de la eldstica gue se obtiene al
impaner una deformacién unitaria en el lugar y direccién del elemento de fuerza i o sea y; (x). Por
lo tanto la contribucién de df en el elemento de fuerza i causado por la imposicién de una
deformacidn ¥j(x) es:

dfj4 = yi(x) 4f = k{x) yi(x) yj(x) dx (4-12)

y para obtener el efecto completo de aplicar 1a deformacién ¥4 (%) en toda la longitud de la viga, en
el elemento de fuerza i en el extremo es igual a:

L
£ = o! k(x) ¥i(x) yj(x) dx _ (4-13)

por lo tanto los términos kiA de la matriz [kg) se obtienen de la Ecuacién {4-13) porque ksjq =
fij. Realizando las correspofidientes integrales se obtiena:



L

xs3; = | k(x) (y1(x))2 ax = (120k,L + 36kyL) / 420
o
% 2 2

ksgy = [ k(x) yy(x) ya(x) dx = (15kaL” + 7kpL“) / 420
o

L
ks3; = § k(x) yi(x) y3(x) dx = (27k,L + 27kpL) / 420
o 8

L
ksgy = [ k(x) y1(x) ya(x) dx = (-TkL® - 6xyL2) / 420
o
k#1272 = ksz;

L

kszy = J' k(x) (y2(x))? dx = (2.5k,L>

+ 1.5%.L3) / 420

L

ks3p = OI k(x) ya2(x) ya(x) dx 2

+ 1L2) 7 420

(6k4L

L ;
I (-1.5k,1.3 = 1.5kbL3) / 420

ksgp = k(x) y3(x) ya(x) ax

ks13 = keg;y

ks23 = ks33
L

ksz3 = § k(x) (y3(x))2 dx = (36k L + 120k;L) / 420
0

L

ksg3 = J k(x) ¥3(x) Yg(x) dx = (-Tk,L?

- 1skpu?) 7 a20

ksyq = ksgy

klzn = kl42

ks3q = ksg3
L

ksgq = § k(x) (14(X))2 dx = (1.5k,L3 + 2.5kbL3) ] 420
]

Por lo tanto la matriz [kg] tiene la siguiente forma:



[kg] = Lj420 x

120k +36X%p,
15k L+7kpL
27kg+27ky

~7kaL=-6kpL

15k, L+7kyL

241,551,123

2.5k,L
6k L+TkyL

2 2
-1.5kgL*-1.5kpL

27k +27ky,
6kyL+TkpL
36k, +120ky,

-TkgaL-15kpL

Si hacemos k, = ky, obtenemos la siguiente matriz:

[kel

Hasta este momento todas las matrices que se han definido hacen referencia a una viga gue tiene
dos grados de libertad en sus extremos, o sea un desplazamiento vertical y un girg. Dado que las
losas de fundacion son retfculas conformadas por vigas como las descritas a través de las matrices
ya desarrolladas, estas retfculas tienen en sus nudos tres grados de libertad: un desplazamianto
vertical, y dos giros en direcciones horizontales ortogonales. Esto quiere decir que el elemeanto
desarrollado tiene ademds de los grados de libertad ya descritos (desplazamiento vertical y giro
sobre un eje horizontal perpendicular al eje del elemento), un posibilidad de girg sobre el eje

156 22L

KL . 22L ar?
:;; 54 13L
-13L -31?

54 -13L
13L -3y,
156 -23L
-22L ar?

longitudinal del elemento, lo cual produce una torsién.

“TigL-6kpL
-1.5k,L3~1,5k,L%
=Tk yL=15kyL
1.85k,1.242, k0.2

(4-14)

{4-15)

Un elemento sometido \nicamente a torsion tiene la siguienta matriz de rigidez:

[i;] - [,

Ponde:

Tanto la

J6/L  -JG/L ] [¢,J
Ja/L L

rigidez torsional (cm4l 2
Mddulo de cortante (kg/cm<)
torsién en el extremo a del elementa
torsién en el extremo b del glemento

nnailan

torsién como el giro descrito no tienen ninguna interferencia con los otros grados de

giro an la direccién del eje del elemento, en su extremo a
giro en la direccién del eje del elemento en su extremo b

(4=-16)

libertad del elemento, por lo tanto la matriz [kf] toma ahora fa siguienta forma:



JG/L o o -J6/L 0 )
0 1281713 6E1/L2 0 -12E1/1®  eEI/L?
o 6E1/L2 4EI/L 0 -681/L3 2EI/L
(ke]= (4-17)
-J6/L o e J6/L o o
e 2 3 2
o -12Er/1®  -eEI/L 0 12E1/L -6EI/L
) se1sL? 2E1/L o = -sErjL? AET/Y,
y los vectores de desplazamientos v fuerzas son los siguientes:
Pa Ta
Ea v.
e. Hﬂ
{u} = (-- {f} = |-- (4-18)
b To
5p Vb
) My,

En la matriz de rigidez del suelo [k, ] |z torsién del elemento no tiene ninguna influencia por lo tanto
se convierte en la siguiente matriz al tener los tres grados de libertad en cada extremo:

] 0 ] ] 0 oD
0 ks1g kayg 0 ksy3 ks
0 kS21 klzz g klzs k!;q
[kel= (4-19)
0 0 [+ 0 ] 0
0 klal kszo o kaz; ks3z
4] ksgq ksyo o ksga kg4

Hasta este momento [as matrices presentadas son vilidas para el sistema de coordenadas locales
del elernanto. Debido a que el ensamblaje 3¢ debe hacer para un sistema de coordenadas comunes o
sea o sistema global, hay necesidad de disponer de una matriz de transformacién de coordenadas.
. 8i tenemos un slemento como el mostrado en la Figura 4-3, donde pueden versa el sistema de
- coordenadas local y el sistema de coordenadas global, y utilizando la convancién de letras
minisculas para coordenadas locales y letras mayusculas para coordenadas globales y definiendo
(xar Ya) como las coordenadas en planta del extremo a del elemento y (xpr ¥p) como las
coordenadas en planta del extremo b, tenemos:
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ELEMENTQ MOSTRADO EN COORDENADAS GLOBALES Y ?
EN COORDENADAS LOCALES

Figura 4-3
{F} = [R] (I}
Donde:
[R) = matriz de transformacién de sistema de coordenadas, de local a global

y por el principio de contragradiente podemaos probar que:

u) = (R]T qU)

ahora, dade que tenemos la Ecuacion (4-1), o sea:

{f} = [k] {u}

reemplazando la Ecuacidn {4-1} en la Ecuacién (4-20), obtenemos:;
{F} = {R] [k] {u} .

¥ substituyendo la Ecuacion {4-21} en |la Ecuacidn (4-22}):

(F} = (R} [k] [R1T (W) |

por lo tanto fa matriz de rigidez en coordenadas globales es:

(x] = (R] (k) [R1¥

La matriz {R} es (Ref,30):

(4-20)

(4-21)

(4-1)

(4-22)

(4-23)

(4~-24)



Cy 0 Cy 0 o o

Cy 0 ~Cy 0 Q (4]

0 1 0o Q o o '
[R] = (4-25)

0 0 0 Cy 4] Cy

0 ] ] Cy 0 -Cy

o] [+] [+ s] 1 0

Donde de acuerdo con la Figura 4-3:
Cx = (x5 - x3) / L (4=26)

Cy=(p ~Ya) / L : (4-27)

4.3 DEFINICION DE LOS VALORES DE ky APROFIADOS PARA TOMAR EN CUENTA LAS
CONDICIONES DE BORDE -

£l modelo matematico para elemsntos de losas aligeradas de fundacién propuesto en Iz Seccién
anterior tiene la posibilidad de tener variaciones linealas del médulo de subrasante kg a jo largo de
su longitud. Esta particularidad se utiliza para tomar en cuenta los efectos de borde de 1a
cimentacién, con lo cual se corrige uno de |os inconvenientes mayoras de las metodologias
existentes,

Pado que es posible determinar el estado de esfuerzos en el suelo bajo una losa de fundacién
cuando se concce el esfuerzo en el plano de contacto (Seccidn 2.2.2) y asdemis se puede
determinar [a deformacién en el suelo que se produce al aplicar las cargas en el plano de contacto
suglo-fundacidn {Seccién 2.3.1), es posible corregir el valor de modulo de subrasante gue habrfa
que utilizar para obtener deflexiones reales de acuerdo con el estado de esfuerzos en el suelo
subyacente.

Dado gue of valor de k, proviene en general de ansayos de placa, este valor es vdlido para los
bordes de la losa o en erlugar, dentro de toda la lesa, donde el valor de &5 &s menor. Por lo tanto
para diferentes sitios de la losa el valor de k, debe corregirse asf:

kye = kg (35)min / G0 (4-28)
Donde:
kgc = valor de kg corregido por efectos de borde lkglcm3l

En la Ecuacién (4-28) el valor de kg es vélido para el sitio donde se evalud §,. El valor de (S5)min
os &l minimo valor de 5, obtenido para todos los puntos de la losa.

En aquellos casos en los cualas k, es constanta con la profundidad, de acuerdo con la Ecuacidn {2-
11} (Ver Seccidn 2.3.1), la Ecuacnén {4-28) se convisrte en:

kgo = kg (Adrp)min / ASTam {4=-29)
O sea la correcci6n se puede realizar en funcién de los incrementos de esfuerzos promedio.

Con los valores de kyo S8 raaliza el andlisis utilizando ! modelo presentado en la Seccién 4.2 v los
resultados que se obtienen corresponden a los que se abtienen al considerar las condiciones de



frontera, como as el caso da utilizacidon de un programa de elementos finitos en el cual sa analiza la
losa con un medio espacio de suelo, también modelado por medio de elementos finites.

4.4 ECUACIONES DF EQ UILIBRIO GLOBAL Y SU SOLUCION

Utilizando los resultados de las Seccion 4.2 y 4.3 podemos plantear las ecuaciones de equilibrio de
la losa de cimentacidn. El procedimiento es sl siguientg:
{a} Para cada alamento 4 de la losa:

- se evalia la matriz de rigidez del elemsnto correspondiente a los términos de flexidn (ke
utilizando la Ecuacién (4-17)

- utilizando los valores del mddulo de subrasante k, apropiados para cada extremo del elemento
{Seccidn 4.3} se evalia la matriz de rigidez del miembro correspondiente a los términos dal susla
[kg]y utilizando la Ecuacion {4-19) :

- se encuentra la matriz total del elemento en coordenadas locales asi: [k]; = [kg]; + [kglj

- se evalda la matriz de transformacién de sistema de coordenadas [R]; dal elemento utilizando {a
Ecuacidén (4-25)

- se& detarmina la matri;r de rigidez del elemento en coordenadas globales por medio de
[(K)i = [R]§ [k]j [R]j

{b} Se plantea la ecuacidn de equilibrio de toda la estructura as/;

{Fr} = [Kg] {Up} (4-30)

Donde:

{F} = vector de fuerzas apiicadas en los nudos de interconexién de elementos de la losa de
cimentacidén

[Kg,) = matriz de rigidez de toda la losa de cimentacién

{up} = vector de desplazamientos de toda la estructura en los nudos de interconaxidn de los

elementos de la losa de cimentacién

Esta matriz [Ky,} se ensambla por el procedimiento convencional de andlisis matricial, sumando en
cada término J'é la matriz todas las contribuciones correspondientes de los elernentos que aportan
rigidez al grado de libertad.

(e} Se resuelve el sistema de ecuaciones simultaneas expresado por la Ecuacion {4-30), tenienda
como incégnitas los desplazamientos de la losa {Uy)}. Es importante anotar que a matriz [Ry,] no
es singular pues las contribuciones de rigidez de |a parte correspondients al suelo de cada uno de
los elementos suple la necesidad de que !a estructura tenga apoyos,

{d} Wtilizando los desplazamientos obtenidos de la solucién del paso anterior, los cuales estin en
coordenadas globales, se obtienen las fuerzas internas en los elementos en coorderadas locales
reemplazando la Ecuacidén (4-21) en la Ecuacién [4-1};

(£} = (%] {u} = [k] {R]T (U} (4-31)



4.5 RIGIDEZ PARA ANALISIS DE LA SUPERESTRUCTURA

Es evidente que existe una interaccidn entre la losa de cimentacidn y la superestructura que se
encuentra apoyada sobre la losa. El ideal serfa realizar el andlisis conjunto de superestructura mds
losa de cimentacién, para lo cual se modela la parte superior utilizando técnicas normales para el
tipo de estructura y simplemente se ensambla |a matriz [K;,] en los grados de libertad de la base.

Cuando el programa de computador que se utiliza para el andlisis de la superestructura tiene la
posibilidad de incorporarle rigideces en sus apoyos como es el caso del programa COMBAT
{Ref.11}, una posibilidad de obtener los valores de estas rigideces desacopiadas, consiste en
condensar la matriz de rigidez en cada uno de los grades de libertad que son comunes a las dos
astructuras.

Esta condensacidn se realiza por el procedimiento tradicional (Ref.17). Cuando los grados de libertad
comunes son todos los grados de libertad de la losa de cimentacidn, Iosi valores de la rigidez
dasacoplada corresponden al inverso de los términos de la diagonal de [Ky]™ ™.

4.6 EXTENSION A CIMENTACIONES SOBRE ZAPATAS AISLADAS
E! modelo matemdtico propuesto es extansible a cimentaciones sobre zapatas aisladas. En su
utilizacién en este tipo de fundaciones hay que tener en cuenta los siguientes aspectos especiales:

- El efecto del suelo sobre 1a rigidez rotacional de la zapata debe tormarse en cuenta:

Si se impone un momento sobre un eje horizantal coincidente con uno de los ejes principales de la
zapata, obtenemos la siguiente ecuacion:

Mpy = kne Opz ' (4-32)
Y
Mhz = kpe Ony (4-33)

ademads al aplicar una carga vertical en el centroide de la zapata obtenemos:

Pyz = kyz 5yy (4-34)

Donde:

My = momento sobre un eje horizontal que pasa por el centroide de la zapata vy es paralelo a
la dimensidn B de la zapata

My o = momento sobre un eje horizontal que pasa por el centroide de la zapata y as paralelo a
la dimensién ¥ de la zapata

ko = rigidez rotacional de la zapata con respectoc a un eje paralelo a la dimensién B de la
zapata

Xna = rigidez rotacional de [a zapata con respecto a un eje paralelo a la dimensién H de Ia
zapata

) = rigidez vertical de la zapata

Syz = desplazamiento vertical de la zapata

Oz = gira de la zapata con respecto a un eje paralelo a la dimensidn B de la zapata

Op 2 = giro de la zapata con respecto a un eje paralelo a la dimensidn B de la zapata

Los valores de las rigidecas se obtienen asi:

kyz = A; ky {4-35)



Donde:
Ay = drea de la zapata [=B x H}

Para cobtaner las rigideces rotacionales, se impone un giro unitario a la zapata y sa determina el
momanto sobre el eje, 8ste momento corresponde a la rigidez buscada.

Para el momento paralelo a la dimensidn B de la zapata tenemos que el ssfuerzo del suelo sobre la

zapata en cualquier punto es igual a kg por la distancia del punto al eje sobra el cual ocurre el giro.
Por lo tanto en el extremo de la zapata se tiene un asfuerzo:

o = kg H/2 BOyp,

y en &l otro extremo

g% - k, B/2 B8y,

por lo tanto las resultantes son:

R = k,H/2B @, K/4d= k,BO,H /8

y astdn a H/3 del eje. Dado que &y, = 1, tenemos que el momento con respecto al eje es:
M =2k, B (82/8) (a/3)'= k, B B> / 12 '
por lo tanto:

kpo = kg B B> / 12 = kg I,p (4-36)

y andlogaments:

Xpo = kg H B3 / 12 = k, Iy (4-37)
Donde:
I:p Momento de inercia de la zapata con respecto a un eje paralelo a la dimensién B

i

I:h Momento de inercia de la zapata con respecto a un eje paralelo a la dimensién B

- La vigas da amarre de la cimentacidn no deben tener la contribucién de rigidez aportada por el
suelo, pues no se deben utilizar, en una cimentacién apropiadamente disefiada, para transferir
esfuerzos al sueio. Por lo tanto el valor del mddulo de subrasante debe ser cero paraz estos
elamentos.

- La profundidad de evaluacién de esfuerzos en el suelo, mencionada en la Seccién 2.2.2 {c} debe
determinarse con mucho criterio, pues la influencia depende de la dimensidn de la zapata (B} ¥ no de
la dimensién de toda [a fundacidn, excepto cuando las zapatas estdn colocadas muy cerca y existe
un efecto de grupo de las zapatas y por lo tanto habrla que trabajar con una profundidad méxima
que sea funcidn del tamaic total de fa cimentacidn en planta.

- Cuando haya zapatas corridas pertenecientes a la zarpa del murc de contencién debe tenerse
cuidado de incluir la rigidez del muro, el cual actda en estos casos como una viga de gran altura.

4.7 EVALUACION DE LOS EFECTOS DE CONSCLIDACION DEL SUELO

La deformacidén o asentamiento gue se obtiene en la superficie debido a {a consolidacién de un suelo

cohesive causada por un aumento en el esfuerzo efectivo en el suelo, se obtiene de acuerdo con lo

presentado en la Seccidn 2.3.3, Segin la deformacion debida a la consolidacidn, para cada puntc de

la losa, es posible carregir las valores del médulo de subrasante con el fin de introducir en el modelo
*



matemdtico presentado el afecto de las deformaciones de consolidacion en las fuerzas internas
dentro de los elemeantos estructurales de la fundacidn y la superestructura.

El proceso de correccidn para el médulo de subrasante serfa el siguiente:

{(a) realizar un andlisis da la losa utilizando sl modelo presentado, corregido por efectos de borde
usando el procedimiento de la Seccién 4.3. Asf se obtienen las deflexiones eldsticas del suelo §; en
cada uno de los puntos de control.

{b} caicular el asentamiento por consolidacidén S; en cada uno de los puntos donde se calcularon los
esfuarzos utilizando el procedimiento de la Seccidn 2.3.3.

{c) Dado que el esfuerzo de contacto es el mismo tenemos, de acuerdo con la Ecuacién 2-13:

qi = kg 54 (4-38)

Y

4; = kgeo (35 + 8y) (4-39)

Donde:

kgce = modulq3 de subrasante corregido por efectos de borde y efectos de consolidacidn
{kg/cm™)

5; = daflexidn eldstica en el nudo i (cm)

8; asentamiento por consolidacién en el nude i (cmi

entonces el valor de kg a utilizar en el andlisis con conseolidacién en cada punto i es:

kze 83
k'cc W e e (4-40)
(ai + 85)

{d} realizar un nuevo andlisis de la losa utilizando esta vez en cada zona el valor obtenido de kgo..
Los resultados de este andlisis incluyen el efecto en la cimentacién del asentamiento por
consolidacién. Ademds las deformaciones que se obtengan corresponden a las deflexiones finales
incluyendo el asentamiento por consalidacidn.

{a} el proceso debe repetirse en su totalidad debido a que los asentamientos por consolidacidn
dependen de los esfuerzos de contacto y estos a su vez varfan al utilizar los nuevos valores de
kyge- Dependiendo de la magnitud de las variaciones abtenidas sntre un cicle y el siguiente se
define en que momento no justifica realizar un nuevo andlisis.

4.8 EJEMPLO DE RESULTADOS

Fara efectos demostrativos, se procesd una losa de 1.00 m de altura vy de 19.00m por 26.50 m en
planta, C!f un edificio de cingo pisos cimentado sobre suelo blando con un médulo de subrasante de
1 kgfem™. En la Figura 4-4 se muestran las deformaciones de la losa de fundacién causadas por la
carga muerta de la edificacién. En la Figura 4-6 se muestran las deformaciones en la losa causadas
por un sismo en la direccidn X y en la Figura 4-5 con un sismo an la direccidn Y. La escala vertical
se ha ampliado 50 veces.



DEFORMACIONES - SUELO : BLANDO CASO MAESTRO : MUERTA

FIGURA 4-4

DEFORMACIONES - SUELD : BLANDO CASO MAESTRO : SISMO-X

FIGURA 4-5



DEFORMACIONES ~ SUELQ : BLANDO CASQ MAESTRO : SISMO-Y

FIGURA 4-8
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